On a solvable system of dİfference equatİons of fİfth-order by Kara, Merve & Yazlık, Yasin
ESKİŞEHİR TEKNİK ÜNİVERSİTESİ BİLİM VE TEKNOLOJİ DERGİSİ 
B- TEORİK BİLİMLER   
  
Eskişehir Technical University Journal of Science and Technology B- Theoretical Sciences 
 
2019, 7(1), syf. 29 - 45, DOI:10.20290/aubtdb.422910 
*Sorumlu Yazar: mervekara@aksaray.edu.tr 
Geliş: 11.05.2018      Kabul:07.11.2018 
 
 
BEŞİNCİ MERTEBEDEN FARK DENKLEM SİSTEMİNİN ÇÖZÜLEBİLİRLİĞİ ÜZERİNE 
 
Yasin YAZLIK 1 , Merve KARA 2,* 
 
1 Matematik Bölümü, Fen Edebiyat Fakültesi, Nevşehir Hacı Bektaş Veli Üniversitesi, Nevşehir, Türkiye 




Bu çalışmada,  
   
4 5 4 5
0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
, , ,n n n nn n
n n n n n n n n n n n n n n
x y y x
x y n N
y a b x y x y x y x y x 
   
         
  
 
 fark denklem sisteminin kapalı 
formda çözülebildiği gösterildi. Burada        
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, , ,n n n nn N n N n N n Na b       birer dizi ve  1,2,3,4,5j  için , ,j jx y   
başlangıç şartları reel sayılardır. Ayrıca        
0 0 0 0
, , ,n n n nn N n N n N n Na b       dizilerinin sabit olduğu durumda bahsi geçen 
sistemin çözümlerinin periyodikliği ve asimptotik davranışı da incelendi. 
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In this paper, we show that the difference equation system
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 where the sequences  
       
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, , ,n n n nn N n N n N n Na b       and the initial values  , , 1,2,3,4,5 ,j jx y j    are real numbers, can be solved in the 
closed form. Also, for the case when all the sequences        
0 0 0 0
, , ,n n n nn N n N n N n Na b       are constant, the asymptotic 
behavior and periodicity of solutions of aforementioned system are investigated. 
 





Son zamanlarda lineer olmayan fark denklemeleri ve bu denklemlerin sistemleri ile ilgili literatürde 
çok fazla sayıda çalışma vardır [1-36]. Lineer olmayan fark denklemleri ya da fark denklem 
sistemlerinin dikkat çeken bir yönü de kapalı ya da açık formda çözülebilen denklem ya da sistemler 
bulabilmektir. Bu tipteki fark denklemlerinin ya da onların sistemlerinin çözümleri için elde edilen 
formüller, denklemlerin ya da onların sistemlerinin çözümlerinin bir çok özelliğini belirlemede 
kullanılabileceği açıktır. Bu nedenle lineer olmayan bir fark denklemi veya sisteminin çözümlerini 
elde etmek ilgi çekici olmasının yanında oldukça önemlidir.   
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fark denkleminin çözümleri elde edilmiştir. Burada    
0 0
,n nn N n Na b  dizilerinin sabit olduğu durumda 
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beşinci mertebeden bazı rasyonel fark denklemlerinin çözümleri tümevarım yöntemi kullanarak elde 
edilmiştir. Burada başlangıç şartları  , 1,2,3,4,5 ,jx j   reel sayılardır [15]. 
Bu çalışmada ise, (2) denkleminin hem genellemesi hemde sisteme genişletilmesi olan aşağıdaki fark 
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çözümleri, dönüşümler yardımıyla teorik bir şekilde açıklanarak elde edilmiştir. Burada 
     
0 0 0
, , ,n n nn N n N n Na b      0n n N   birer dizi ve  , , 1,2,3,4,5 ,j jx y j    başlangıç şartları sıfırdan 
farklı reel sayılardır. Ayrıca,         
0 0 0 0
, , ,n n n nn N n N n N n Na b       dizilerinin sabit olduğu durumda 
yukarıda verilen sistemin çözümlerinin periyodikliği ve asimptotik davranışı da incelenmiştir.  
 
2. (3) SİSTEMİNİN KAPALI FORMDA ÇÖZÜMLERİ 
 
Tanım 2.1. [5]  
5
,n n nx y   (3) sisteminin bir çözümü olsun. Eğer 0n n   için ,n p n n p nx x y y    
koşulunu sağlayan bir 0 5n    tam sayısı varsa   5,n n nx y   çözümüne er-geç p-periyotludur denir. 
Eğer 0 5n    ise,   5,n n nx y   çözümüne p-periyotludur denir. 
 
Lemma 2.2. [5]    
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 2 2 2 02 1 , ,m i m i m im iy a y b m N       denkleminin çözümü olsun. O zaman  0,1 , 1i m    için 
verilen denklemin genel çözümü 
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, ,n n nx y   (3) sisteminin bir çözümü olsun. Eğer , , 1,2,3,4,5,j jx y j    başlangıç şartlarından en 
az biri sıfır ise, o zaman 0 0n N   vardır öyle ki 0 0nx   ya da 0 0ny   olup 0 1nx   ya da 0 1ny   
terimlerinden biri tanımsızdır. Örneğin 5 0x   ise o zaman 0 0y   olup, (3) sisteminden 1 'x in 
tanımsız olduğu kolayca görülebilir.  




1 0n N  ve 10 1n n    için  0nx   ve 1 0nx   olduğunu kabul edelim. Bu durumda (3) 
sisteminin ilk denkleminden 
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0ny    olduğu görülür. Bu işlemler tekrar edilirse  1 1,2,3,4,5j   için 1 0jy   olduğu kolayca 
görülür. Benzer şekilde 
2 0n N  ve 20 1n n    için  0ny   ve 2 0ny   olduğu kabul edilirse 
 2 1,2,3,4,5j   için 2 0jx   olacağı, (3) sistemi ve kabulden kolayca görülür. Dolayısıyla, (3) 
sisteminin her iyi tanımlı çözümü için,   
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olması için gerek ve yeter şartın 0,j jx y    1,2,3,4,5 ,j  olmasıdır. Bundan sonra (3) sisteminin 
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ikinci mertebeden değişken katsayılı lineer denklemlere indirgenir.   
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eşitlikleri yazılabilir.  
(9)’ daki denklemlerde (7) ve (8) çözümleri yerlerine yazılırsa,
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elde edilir. (7), (8), (10) ve (11) denklemlerinden  
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şeklindedir. Dolayısıyla aşağıdaki teorem ispatlanmış olur.
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Teorem 2.3.  
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3. KATSAYILARIN SABİT OLDUĞU DURUM 
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rasyonel fark denklem sisteminin çözümü ve çözümlerinin asimptotik davranışları incelenmiştir. 
Burada , , ,a b    reel sabitlerdir. Bu alt bölümde çözümlerin iyi tanımlı yani 
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x a y x y x y x y x
x x
x bx y x y a bx y x y a
   


        
   
         
   

   

    
    
2
5 1 2 3 4 1 2 3 4
4 2 2 4 2 1





m j j s j
s
y a y x y x y x y x
x x
y bx y x y a bx y x y a
   


        
   
         
   

   

    
    
2
1 2 3 4 5 2 3 4 5
4 2 1 2 5 2





m j j s j
s
y bx y x y a bx y x y a
y y
y a y x y x y x y x

   

        
   
         
   

   

    
    
2
5 1 2 3 4 1 2 3 4
4 2 2 4 2 1





m j j s j
s
x bx y x y a bx y x y a
y y
x a y x y x y x y x

   

        
   
         
   





Teorem 3.2.  
5
,n n nx y   (12) denklem sisteminin çözümü, 1, 1a     ve 1,2,3,4,5i   için 
0, 0i ix y   olsun. Bu durumda (12) denklem sisteminin çözümleri  
 
 
2 3 4 51
4 2 1 2 5






s j y x y xx
x x
x s j bx y x y
    
  







1 2 3 45
4 2 2 4






s j y x y xy
x x
y s j bx y x y
    
 







2 3 4 51
4 2 1 2 5






s j bx y x yy
y y
y s j y x y x
   
  







1 2 3 45
4 2 2 4






s j bx y x yx
y y
x s j y x y x
   
 
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şeklindedir. Burada  0,1 'j dir. 

















u u m b






şeklinde olacaktır. Öte yandan (10) ve (11) denklemlerinde yukarıdaki eşitlikler yerlerine yazılır ve 
 
1
1 1 2 3 4 ,u x y x y

      
1
2 2 3 4 5 ,u x y x y

       
1
1 1 2 3 4 ,v y x y x

      
1
2 2 3 4 5v y x y x

      ifadeleri 
dikkate alınırsa,  0,1j için (12) denklem sisteminin çözümleri  
  
  
1 2 3 4 5
4 2 1 2 5






x s j y x y x
x x
x s j bx y x y
    
  







5 1 2 3 4
4 2 2 4






y s j y x y x
x x
y s j bx y x y
    
 







1 2 3 4 5
4 2 1 2 5






y s j bx y x y
y y
y s j y x y x
    
  







5 1 2 3 4
4 2 2 4






x s j bx y x y
y y
x s j y x y x
    
 






Teorem 3.3.  
5
,n n nx y   (12) denklem sisteminin çözümü, 1, 1, 0, 0a b         ve 
1,2,3,4,5i   için 0, 0i ix y    olsun. Bu durumda (12) denklem sisteminin çözümleri  
   
   
2
1 2 3 4 5 2 3 4 5
4 2 1 2 5 2
0





m j j s j
s
x y x y x y x y x
x x
x bx y x y bx y x y
 

        
   






   
   
2
5 1 2 3 4 1 2 3 4
4 2 2 4 2 1
0





m j j s j
s
y y x y x y x y x
x x
y bx y x y bx y x y
 

        
   






   
   
2
1 2 3 4 5 2 3 4 5
4 2 1 2 5 2
0





m j j s j
s
y bx y x y bx y x y
y y
y y x y x y x y x 

        
   






   
   
2
5 1 2 3 4 1 2 3 4
4 2 2 4 2 1
0





m j j s j
s
x bx y x y bx y x y
y y
x y x y x y x y x 

        
   






şeklindedir. Burada  0,1 'j dir. 
İspat: Teorem 3.1’den ispat açıktır. 
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Teorem 3.4.  
5
,n n nx y   (12) denklem sisteminin çözümü, 0, 0, 0, 0a b      ve 1,2,3,4,5i 
için 0, 0i ix y    
olsun. Bu durumda (12) denklem sisteminin çözümleri 
2
1












































































İspat: Varsayalım ki 0, 0, 0, 0a b      olsun. Bu durumda (12) denklem sistemi 
4 5 4 5
1 1
,n n n nn n
n n
x y y x
x y
ay x
   
 
  şekline indirgenir. Öte yandan Teorem 3.1’deki  
5
,n n nx y    
çözümlerinde 0, 0b    alınırsa 
2
1










































































çözümleri elde edilir. Burada  0,1 'j dir.  
 
Teorem 3.5. Varsayalım ki 1, 1,a     0,b   
5
0, ,n n nx y   (12) denklem sisteminin iyi 
tanımlı bir çözümü olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler doğrudur. 




x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x






ise, o zaman 
m  iken 0, 'm mx y  dur. 




x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x






ise, o zaman 
m  iken , 0 'm mx y  dır. 
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x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x






ise, o zaman 
m  iken , 0 'm mx y  dır. 




x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x






ise, o zaman 








x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x






ise, o zaman 








x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x






ise, o zaman 
m  iken , 0 'm mx y  dır. 
g) Eğer 1 5, 1, , ,a a b x x        1 5y y   
 
ise o zaman  0,1j   için 
   
0 0
4 2 1 4 2 1,m j m jn N n N
x y    
 dizileri sabit ve 
 
   
0 0
4 2 4 2,m j m jn N n N
x y  
dizileri yakınsaktır. 




x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x






ya da 0, 0a  
 
ise 
4 4 4 4, 'm j j m j jx x y y      dür. Burada 0m N ve  1,0,1,2 'j  dir. 
i) Eğer 1 51, , 0, ,a b b x x         1 5y y  ise o zaman m  iken 
4 2 1 2 5 4 2, 0,m j j m jx x x     4 2 1 2 5 4 2, 0 'm j j m jy y y     dır. Burada 0m N ve  0,1 'j dir. 
 
İspat: 1m  1, 1, 0, 0a b       ve  0,1j   için 2 1 2 2 1 2, , ,j j j jm m m mp p q q
   ifadeleri aşağıdaki 
gibi tanımlansın. 
    
    
2
1 2 3 4 5 2 3 4 52 1
2






x a y x y x y x y x
p
x bx y x y a bx y x y a
   


        

        
   

   
    (13)
    
    
2
5 1 2 3 4 1 2 3 42
2 1






y a y x y x y x y x
p
y bx y x y a bx y x y a
   


        
 
        
   

   
    (14)
    
    
2
1 2 3 4 5 2 3 4 52 1
2






y bx y x y a bx y x y a
q
y a y x y x y x y x

   

        

        
   

   
    (15)
    
    
2
5 1 2 3 4 1 2 3 42
2 1






x bx y x y a bx y x y a
q
x a y x y x y x y x

   

        
 
        
   

   
     (16) 
 
aşağıdaki gibi tanımlansın. 




x y x y x y x y
b
       

 
1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x


       

   olsun. 











m m jm m
x a
p
x bx y x y a bx y x y a

 


















m m jm m
y a
p
y bx y x y a bx y x y a

  





















































b) (a)’nın ispatına benzer şekilde yapılır. 




x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x





















x y x y x y x y x
p
x
   





















y y x y x y x y x
p
y
   

 

















m m jm m
y
q
y y x y x y x y x

   

 















m m jm m
x
q
x y x y x y x y x

   

  







d) (c)’nin ispatına benzer şekilde yapılır. 
e) Varsayalım ki 1,
a





x y x y x y x y
b
       

    1 2 3 4 2 3 4 5
1
y x y x y x y x







(13), (14), (15) ve (16) denklemlerinden    0,1j   için  





2 3 4 5
21 2 3 4 52
2 1
1 2 3 4










y x y x
x a y x y x
p
bx y x y a






   
    

 
   
    
 
    
  
  
   





   
1 2 3 4
25 1 2 3 42
2
2 3 4 5










y x y x
y a y x y x
p
bx y x y a






   
    
 
   
    
 
    
  
  
   






2 3 4 5
21 2 3 4 52
2 1
1 2 3 4









bx y x y
y a bx y x y
aa
q
y x y x





   
    

 
   
    
 
    
  
  
   





   
1 2 3 4
25 1 2 3 42
2
2 3 4 5









bx y x y
x a bx y x y
aa
q
y x y x





   
    
 
   
    
 
    
  
  
   




     elde edilir. Öte yandan (17), (18), (19), (20) denklemleri, Teorem 3.1 ve 1,
a

 kabulünden ispat 
kolayca görülür. 
f) (e)’nin ispatına benzer şekilde yapılır. 
g) Varsayalım ki , 1, ,a a b     1 5 1 5,x x y y       
 
olsun.  ,x     olmak üzere 
   
1 21 1x x O x





1 2 3 4 1 2 3 42 1
2







bx y x y a bx y x y a
p
bx y x y a bx y x y a

       






     (21)
 
 
   
2
1 2 3 4 1 2 3 42
2 1
1 2 3 4 1 2 3 4
2 21 2 3 4









by x y x a by x y x a
p
by x y x a by x y x a
a by x y x
a a O a
by x y x

       
 
       
   





   




1 2 3 4 1 2 3 42 1
2







by x y x a by x y x a
q
by x y x a by x y x a

       






     (23)
 
 
   
2
1 2 3 4 1 2 3 42
2 1
1 2 3 4 1 2 3 4
2 21 2 3 4









bx y x y a bx y x y a
q
bx y x y a bx y x y a
a bx y x y
a a O a
bx y x y

       
 
       
   





   
         (24) 
yazılabilir. Öte yandan (21), (22), (23), (24) denklemleri, 1a  kabulü,  










j jm N m N
p q 
  
   
   
   








j jm N m N
p q
  
   
   
   
   
 
dizilerinin 
yakınsaklığından  0,1j     
0 0
4 2 1 4 2 1,m j m jn N n N
x y    
 dizilerinin sabit ve    
0 0
4 2 4 2,m j m jn N n N
x y  
dizilerinin de yakınsak olduğu kolayca görülür. 
h) Teorem 3.1’den ispat açıktır. 
i) 
1 5, 1 51, 1, ,m a x x y y          b   ve  0,1j olsun. O zaman 
 
 
1 2 3 4
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       (28) 
ayrıca m  iken 
0 1
1m
s m s 











  serisi ise yakınsak 
olacaktır. Öte yandan (25), (26), (27) ve (28) ifadelerinde m  iken limit alındığında 
4 2 1 2 5 4 2, 0,m j j m jx x x     4 2 1 2 5 ,m j jy y   4 2 0m jy   olduğu kolaylıkla görülür. 
 
Teorem 3.6.  
5
,n n nx y   (12) denklem sisteminin çözümü, 1, 1,a     , 0,b b 
 1 1,2,3,4,5i   için 1 10, 0,i ix y   1 2 3 4 1,N bx y x y     1 2 3 4 1M by x y x     olsun. Bu durumda 
aşağıdakiler doğrudur. 
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a) Eğer 1 2 3 4 2 3 4 5
2
,x y x y x y x y
b
          1 2 3 4 2 3 4 5
2
y x y x y x y x
b
          ise   5,n n nx y  dizisi 4 
periyotlu çözümlere sahiptir. 
b) Eğer 1 5 1 5, , 1x x y y N      ve 1M  ise m  iken 4 2 1 2 5 ,m j jx x    
4 4 4 4 2, 0,m t m tx x    4 2 1 2 5 ,m j jy y   4 4 ,m ty   4 4 2 0'm ty    dır. 
c) Eğer 1 5 1 5, , 1x x y y N      ve 1M  ise m  iken 4 2 1 2 5 ,m j jx x    
4 4 4 4 20, ,m t m tx x    4 2 1 2 5 ,m j jy y   4 4 0,m ty   4 4 2 'm ty    dur. 
d) Eğer 1 5 1 5, , 1x x y y N      ve 1M  ise   5,n n nx y  dizisi 4 periyotlu çözümlere sahiptir. 
e) Eğer 
1 5 1 5, , 1x x y y N       ve 1M   ise   5,n n nx y  dizisi 8 periyotlu çözümlere sahiptir. 
 
İspat: Varsayalım ki 1, 1,a     ,b  0b  ve 1 1,2,3,4,5i  için 1 10, 0i ix y    ve
1 2 3 4 1,N bx y x y     1 2 3 4 1M by x y x     olsun. Bu durumda  
(a)’nın ispatı: Teorem 3.3’te b  alınırsa sonuç açıktır. 
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   
 
    

      (32) 
yazılabilir. Öte yandan  0,1j olduğundan 0t   için 2 , 2 1j t j t    dönüşümleri (30) ve (32) 
denklemlerinde yerine yazılırsa; sırasıyla,
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     (36) 
elde edilir. (29), (31), (33)-(36) denklemlerinden (b)-(c) öncüllerinin geçerliliği kolaylıkla görülür. 
(d)-(e)’nin ispatı: (29), (31), (33)-(36) denklemlerinden (d)-(e) öncüllerinin geçerliliği kolaylıkla 
görülür. 
 
Teorem 3.7.  
5
,n n nx y   (12) denklem sisteminin iyi tanımlanmış çözümü, 0,a  0b   ve 








 ise m  iken , 0 'm mx y  dır. 




     1 5y y  ise   5,n n nx y   dizisi 4-periyotludur.  
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           1 5 ,x x  1 5y y  ise   5,n n nx y  dizisi 8 
periyotludur.  
İspat: Varsayalım ki 0,a  0b   olsun. Teorem 3.4’ten  
5
, 'n n nx y  in çözümü  
2
1










































































şeklindedir. Burada  0,1 'j dir. Teoremin ispatı  
5
, 'n n nx y  in çözümünden açıktır. 
4. SONUÇ 
 
Bu çalışmada  1,2,3,4,5j  için , ,j jx y  başlangıç şartları reel sayılar ve 
       
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rasyonel fark denklem sisteminin iyi tanımlanmış çözümleri elde edilmiştir. Daha sonra  
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fark denklem sisteminin çözümleri , , ,a b  ve ' nın durumlarına göre elde edilmiştir. Elde edilen 
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